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	��	���� 	���	 �� � "# �
 ������ 	�
����

$�
 �
� ���� v �� �� %�!�� ������ Heven(X, Z) �� � ����
�	� "# �
 ������

	�
��� (X, H) ��
 �	 �� �		������ ������ 	��� Mv ���� ��
���
�		 ����	����

	���	 E ���� %�!�� ����
 v = v(E) := ch(E)
√

td(X)� &� H ��� v �
 ���	�

�� �� '�� ���� �� 	�
����� 	��	���� 	���	 ��	�( ��� �
� 	��	���� 	��� �	

������������� 	����( ��� Mv �	 � �
�)���� ������
�������� 	�������� ��������

�� �� %�!�� �*+ �
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 � ��� � ������ ��	�
 �� ./0
���/	 -�	���� ��
 ��
�� ����

����	�
	 H ��� ������ 	���	 ���	 ����� ����	��� 2+〈v, v〉 �	 ≥ 4� ,� ��	�


����	 		������� ���� �� �� ����	������� �� �� %�!�� ����
 v ∈ Heven(X, Z) ���

�� ����	��� �� �� ������ 	���� 3 ��� �
�� v = mv0 ���� � �
������ %�!��

����
 v0 = (r, c, a) ��� � ������������ m ∈ N� 4����	 ��
 	��������� ���� r > 0(

��� �� H ���� � v5��
�� ���� ����	�
� ,�� �
� 	��	���� 	��� E ����

%�!�� ����
 v(E) = v0 �	 	����( ��� � ��		�
� ��� 	�6���� ��������� ��
 ��

��	��� �� E �	 ���� c ∈ NS(X) ��� ���� 〈v0, v0〉 ≥ −2� ,�
 �
 7� �
�������

��		 �� ��	������	�8

�9 &� 〈v0, v0〉 = −2( ��� %�!�� ��	 	���� ���� Mv0 ���	�	�	 �� � 	���� �����

[E0] ����� :	 �� ����� ����	��� �� �� ������ 	��� Mmv0 �	 ������ ��
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� �� �����	
� �� ��
� �
� �� ������

m > 0 ��
 �
 �� 	���� 	���	 �� ���	 ��	( ��� �� ������	 �� ��������� ���� ���

	��	���� 	��� ��	� � �� �� ��
� E⊕m
0 � ��� Mv �	 � 	���� ����� �	 ����

*9 &� 〈v0, v0〉 = 0( �� ������ 	��� Mv0 �	 ����� � "# 	�
��� �
 �� ������

	�
��� �� X �	 "# �
 ������ �� �� �������� 
	���	 �� %�!��� &� ��
�	 ��� ����

��� 	��	���� 	��� E ���� v(E) = mv0 �	 S;-������� �� � ��
�� 	�� E =

E1⊕ . . .⊕Em ���� 	���� 	���	 [Ei] ∈ Mv0 � &� ������	 ���� Mv = Sm(Mv0)� ,��	

�� ������ 	���	 �
 	������
 �� ������	��� *( ��� ����� 	�������� 
	�������	

�� �
�	 �� �� ����
� 	��� Hilbm(Mv0) → Mv�

#9 :		�� ��� ���� 〈v0, v0〉 ≥ 2� �� �� �� ������� '�
�	 �� ���� �����
	(

���� ����
���� 	��	 ��!� �� %�!��( ����
���	( ./0
��� ��� <�	���!�( ��

7����� ��	 �� ��������� 
	��� �#* 8 Mv0 �	 � 	����� 	�������� ��
��� ���� �	

���
������ -������� �� Hilb1+
1
2 〈v0,v0〉(X)( �� X �	 � "#;	�
���( ��� �� Pic0(X)×

Hilb
1
2 〈v0,v0〉( �� X �	 �� ������ 	�
����

:		�� �� �������� ���� m ≥ 2� ,� ���� 
	��� �� ���	 �
���� �����	 ���� ��

��	 �� ��
��
 ��	������	� �� ��������� ��� ��		8

�9 =� 〈v0, v0〉 = 2 ��� m = 2� ,� ������ 	���	 MK3(2; 0, 4) ��� MAb(2; 0, 2)

	����� �� ./0
��� �*1( *2 ��� >�������� �#? ���� ���� ���	 ���		� ,� ������

	��� Mv ��	 ����	��� 10( ��	 	������
 ����	 ��	 ������	��� * ��� �	 �� ���� �	�;

��
���� �� S2Mv0 � :	 	���� �� �** ( �� 	�������� �	������
�	�����	 ���	�
����

�� ./0
��� ��	� ��
 ��� %�!�� ����
	 �� ���	 ���		 ��� ��� � ������� �� �������;

�� �� 
���� 	������
 ����	�

+9 &� ��� ���
 ��		 ��
 ���� 
	��� 	���	8

������� � @ �� ������ m ≥ 2 �	
 〈v0, v0〉 > 2 �� m > 2 �	
 〈v0, v0〉 ≥ 2� ���	

Mmv0 � � ������� ��������� �	����� ��������� ��������

,��
� : ���� � �	� �� ��	�
 ./0
���/	 -�	���� 8

������� � @ �	
�� ��� �������� �� ������� �� ��� ��������� ������� Mmv0
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	��� 	���	 B	 �� ���� ���9� C�
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	���	 ��
 ,��
� � �� �� ��	

m = 2 ��� �� ������� �
����	�� �� ��� �� �	 �*� ( ���( ���������� ���

���� ��'
�� �����	( �� "�� ��� D��� �*?( E �

3 ��� ���� ��
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3 ����! ��� �	 ��� �	 4���� ���
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*��� ��� ���������� ���� !�" ,�
������� ���	 �
���� X ���� ���� � ������

�
�)���� "# �
 ������ 	�
��� ���� � 7�� 	�������� 	�
����
( ��� �� �	���
;

���	� H2(X,OX) ∼= C( ��� � 7�� ���� ����	�
 H �

,� �� ����
�� ���������� Heven(X, Z) �	 -����� ���� � ���
���

〈v, w〉 := −
∫

X

vw∨,

��
 w∨ = (−1)iw ��
 w ∈ H2i(X, Z)� $�������� %�!�� � �		����� �� ���

���
�� 	��� E ��	 %�!�� ����


v(E) := ch(E)
√

td(X) ∈ Heven(X, Z).

,� ����
� ���������� �� E ���� 
	��� �� �� ���� ����	�
 H ��� � ��
		�

�� �
�	 �� ��	 %�!�� ����
 �	 ������	8

χ(E ⊗OX(mH)) = −〈v(E), v(OX(−mH))〉 =: Pv(m).

*�*� �����# $�� ��� %��" 4�������� �
 	��	�������� �� � ���
�� 	��� �	 �7��

���� 
	��� �� � 7�� ���� ����	�
 H � 3 �� Mv ���� �� ������ 	��� ��

	��	���� 	���	 ���� %�!�� ����
 v� D��	� �����	 �� Mv �
 �� ����
�� ��)�����

���� ����	���� 	���	 E� C����	 ��

	������� �� 	���� 	���	 ��
� � 5 ��		����

���� 5 ��� 	��	� M s
v ⊂ Mv�

4��	���� 	���	 ��� ��� ���5( ��5 �
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�� 4��������

�� �� 7
	� ��	 ��	 �7�� �� %�
����� ��� 0�	!
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� ����	��� �	 �� �� 4���	��� &� �� 
	� �� �� ���
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����� ��� ��
 ��� �� ��	 �� K
�;����	����� 	���	 �	 ���� ���;!����8 �� ��

%�!�� ����
 �	 v = (0, 0, a) ��� Mv
∼= SaX ( �� 	����
�� �
����� �� X ( ��� ��

����
�;D��� ��
���	� Hilba(X) → Mv �
����	 � 	�������� 
	��������
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� �� ��
� �
� �� ������

*�#� ����� �  ����&#����" :� ���� v0 ∈ Heven(X, Z) �	 �
������ �� �� �	

��� �� ����
�� ������� �� �����
 ������ ����� 0��� � ���;�
����� ����

v ∈ Heven(X, Z) � ��� �����	 ������	 �� �	 v = mv0 ���� � �
������ ���� v0

��� � ������������ m ∈ N� ,�
������� ���	 �
���� � �		�� ���� v0 = (r0, c0, a0)

��	 �� ��������� �
��
��	8

(∗)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
����
 r0 > 0 ��� c0 ∈ NS(X)(

�
 r0 = 0( c0 ∈ NS(X) �	 '����( ��� a0 �= 0F

〈v0, v0〉 ≥ 2�

,� 
	���	 �� ���	 ���
 	���	� �� ��	������	� 	�	���������� ���� �� ���;

������ ��
 ��		 ��
 � %�!�� ����
 v 	���	����� �		�������	 (∗)8
B:9 m = 1�

B�9 m = 2 ��� 〈v0, v0〉 = 2�

BD9 m ≥ 3( �
 m = 2 ��� 〈v0, v0〉 ≥ 4�

*��� ����� �  �&�� ��%�����" ,� 	����7���� �� (∗) ��	 �� �� ���� ���� �� ��	

�� ������ �� � v5��
�� ���� ����	�
 H 8 ��
 �	 � 	�	�� �� ���
����	 �� ��

���� ��� �� X ( ����� v5����	( ���� �	 �������� ��� ������� 7��� ��
 ��
	��� �


	���	 B��E ( ��� �D9 ��� 7��� ��
 ��
	��� 	���	 B�#* ( 	�� ����9 ���� �� ���������

�
��
��8 �� H �	 v5��
��( ��� �� H �	 ��� �������� �� ��� v5����( ��� ��
 �
�

��
�� 	������ E′ �� � ����	���� 	��� E ���� v(E) = v �� ��	 v(E′) ∈ Qv(E)�

=� H � � v05��
�� ���� ����	�
 ��� ���	��
 �� ��������� �		
����	8

(∗∗) Mv0 �	 ���;�����

(∗ ∗ ∗) Mv0 �	 �

�������

<�	���!� 	���	 �� �#* ( ,�� ?�� ��� ,�� 1��( ���� (∗) �����	 (∗∗) ��� (∗ ∗ ∗)
���� ��� X �	 � "# 	�
���( r0 = 0 ��� c0 �	 ��� ����� %�
��
 � ��	 ���;

�������� �� �	 �� �������	�� ��� ���� 7��	 ���	 ���( 	� ���� (∗∗) ��� (∗ ∗ ∗) �


���	-���	 �� (∗)� :� 		����� �����-� �� <�	���!�/	 ��
! �	 �� ���
������

�� �� ���
����� 	�
���F �� �
�����	 �
 
���
 �������� $�
 �� �

����������

��
� (∗ ∗ ∗) � ��� � �� ��� ��
�� �
���( ��	� �� �� ��� ��� �������� ��� ��

%�!��( 	 ,��
� ����

*�+� ������#� �� #�� !���#��!#��� �� ������ �& !��" 3 �� �� 
���� 	��

��	�� ����	 �� �� ���	�
������ ������
� �� ������ 	���	 �� 	���	 ���������

�� ���
���� �� 4���	�� �#� B	 ��	� ��E ( ��� �9� =� v � � %�!�� ����
 	���	�����

(∗) ��� �� Pv ���� �� ��

	������� ����
� ����������� D���	 � 	�6������

��
� ����
 k = k(v) ��� ��� N = Pv(k)( H := OX(−kH)⊕N � ,�� ��
 �	 �

���	� 	��	��� R ⊂ QuotX,H(H, P ) ���� �� ��������� �
��
��8 � ���	� �����

[q : H → E] ∈ R

�	 	���� �
 	��	���� ���� 
	��� �� �� ��������� PGl(N)5������ ��� �� ��

;

	������� ����
�	����� �� �� ��
������ ��� ����� �� R �� ��� ���� �� q �����	
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�� �	���
���	� CN → H0(X, E(kH)) ��� �� E �	 	���� �
 	��	����( 
	��;

������ =� Rs ⊂ Rss ⊂ R ���� �� ��� 	��	�	 �� 	���� ��� 	��	���� �����	(


	�������� ,��

Rss// PGl(N)) ∼= Mv ��� Rs// PGl(N) ∼= M s
v .

=� π : Rss → Mv ���� �� -������ ���� ,� �
��� �� � ����� [q : H → E] �	

���	� �� Rss �� ��� ���� �� E �	 ����	����� &� ���� ��	( �� 	������	
 	���
��� ��

[q] �� PGl(N) �	 ����������� �	���
���� �� PAut(E) = Aut(E)/C∗� %�
��
( ��

=���/	 	��� ���
� ��
 �	 � PAut(E)5����
���� 	��	��� S ⊂ Rss( ����������

[q]( 	��� ���� �� ��������� ��
���	�	

(PGl(N) × S)// PAut(E) → Rss ��� S// PAut(E) → M

�
 L���� ,� M�
�	!� ������ 	��� T[q]S �	 �	���
���� �� Ext1(E, E)�

*�G� ��! � ���!��&#���" ,� ��������� �� �� ����� 
��� OS,[q] ��	 �� ���������

���
������ ���
��� �	�
������8

=� C[Ext1(E, E)] ���� �� 
��� �� ���������� ��������	 �� Ext1(E, E) ���

�� A := C[Ext1(E, E)]∧ ���� ��	 ��������� �� �� ������� ���� m �� ��������	

����	���� �� 0� ,�
 �	 � �
�� ��� tr : Ext2(E, E) → H2(OX)� 3 ����

��	 !
�� �� Ext2(E, E)0� ,� ������
���	� �
��� Aut(E) ����
���� ���	 ��

Ext1(E, E) ��� Ext2(E, E)0 �� ���)�������� 4��� �� 	����
 �������	 �� �� ���;

���� ��� �
������� � �������� ��� �� ������ �� �� �
�)���� ������
���	� �
���

PAut(E) = Aut(E)/C∗� ,�
 �	 � ����
 ���

κ : Ext2(E, E)∗0 −→ C[Ext1(E, E)]∧,

�� 	�;����� "�
���	�� ���( ���� �� ��������� �
��
��	8

�� κ �	 PAut(E)5-����
�����

*� =� I � �� ���� ��
��� �� �� ���� �� κ� ,�� ��
 �
 �	���
���	�	

�� ������ 
���	

ÔS,[q]
∼= A/I ��� ÔMv ,[E]

∼= (A/I)PAut(E).

#� $�
 �
� ����
 ��
� ϕ ∈ Ext2(E, E)∗0 �� ��	( ��
 e ∈ Ext1(E, E)(

κ(ϕ)(e) = 1
2ϕ(e ∪ e) + ����
 �
�
 �
�	 �� e.

*�E� � �� �� #� #�� ���� � !���" =� J ⊂ C[Ext1(E, E)] ���� �� ���� ��;


��� �� �� ���� �� �� -���
���� ��
� �� κ8

κ2 : Ext2(E, E)∗0 −→ S2 Ext1(E, E)∗, ϕ �→ (e �→ 1
2ϕ(e ∪ e))

,�� J �	 �� ���� �� �� ����;7�
 F = μ−1(0) �� �� ��
���	�

μ : Ext1(E, E) −→ Ext2(E, E)0, μ(e) = 1
2 (e ∪ e).

,� ����	 I ⊂ C[Ext1(E, E)]∧ ��� J ⊂ C[Ext1(E, E)] �
 
���� �	 ������	� ,�

�
��� 
��� grA �		������ �� �� m;���� 7��
����� �� A = C[Ext1(E, E)]∧ �	 �����;

������ �	���
���� �� C[Ext1(E, E)]� $�
 ��� ���� a ⊂ A �� in(a) ⊂ grA ���� ��



� �� �����	
� �� ��
� �
� �� ������

���� ��
��� �� �� ������ �
�	 in(f) �� ��� ����	 f ∈ a� ,�� �
��
�� #

�� �� "�
���	��5��� 	��	 ����

J ⊂ in(I).

��� ��
 �	 �� ��������� ����� �� ��-������	8

B*��9

dim(F ) = dim (grA)/J

≥ dim (grA)/ in(I) = dim gr(A/I) = dim(A/I)

≥ dim Ext1(E, E) − dim Ext2(E, E)0,

��
 �� ��	� ��-������ ���	 �
�� �� ���� ���� A �	 
����
 �� ����	��� =

dim Ext1(E, E) ��� I �	 ��
��� �� dim Ext2(E, E)0 ����	�

3 �� �� �	�
�� μ �� �
��
 �����F �� 
	������ �	�
������ �	 	�����
 ��

I�!�)���/	 ���	�
������ �� �� 	�;����� -���
 ��
���	 �*G � 3
��

B*�*9 E =
s⊕

i=1

Wi ⊗ Ei

���� ���
��	 ���;�	���
���� 	���� 	���	 Ei ��� ����
 	���	 Wi �� ����	���

ni� =� Wij := Hom(Wi, Wj) ��� Vij := Ext1(Ei, Ej)� ,��

End(E) =
⊕

i

Wii, Ext1(E, E) =
⊕
i,j

Wij ⊗ Vij , Ext2(E, E) =
⊕

i

Wii.

,� ������
���	� �
���

Aut(E) =
∏

i

Aut(Wi) ∼=
∏

i

Gl(ni) =: G(n)

���	 �� Ext1(E, E) �� ���)������� �� �� 7
	� �����
 �� ��� ��
�� 	������� ��

4

;�������( �� ���
���

Vij ⊗ Vji → C, e ⊗ e′ �→ tr(e′ ∪ e)

�	 ���;���
�� ��� ����	����
��� ,��	 ����	 � 	�������� ��
� ω �� Ext1(E, E)

	��� ���� Wij ⊗ Vij ��� Wab ⊗ Vab �
 �
��������
( ���		 i = b ��� j = a( ��

����� ��	

ω : (Wij ⊗ Vij) ⊗ (Wji ⊗ Vji) −→ C, ω(A ⊗ e, A′ ⊗ e′) = tr(A′A) tr(e′ ∪ e).

%�
��
( �� -���
���� ��� μ : Ext1(E, E) → Ext2(E, E)0 �	 ���� ��

B*�#9 μ

⎛⎝∑
ij

∑
k

Ak
ij ⊗ ek

ij

⎞⎠ =
∑
ij

∑
k,�

Ak
ijA

�
ji tr(ek

ije
�
ji).

*�1� �#� #���" &� ��
�� � �� ��� !��� ��� �� ������ �� "�
���	�� ���

���������� ����
( �� ������� �	�
������ �� �� -���
���� ��
� μ ���� ����

�����	 ��
 � ������ 	���� �� �� 7�
 F := μ−1(0) ⊂ Ext1(E, E)� ,� ��		��

�
�� κ �� μ ��

	����	 �� �� ��		�� �
�� �� ����� 
��� ÔS,[q] �� �� ���
�����


��� OF �� ��	 ������ ����

&� 	����� # � 	��� ���� ���
 �
���� ������		 �� 7�
 F �	 �� �

������

��
��� ������ ���
	����� ����� �	( �� ��	 BD9( 
����
 �� ������	��� ≤ 3 ���

	��� ���	-���	 ��
 �� ����� 
���	 ORss,[q] �� �����	 [q] �� ���	� �
���	 �� Rss�



�	
����� ��������	� �����	 ������ �

4����� � �������	 � ��	�� �

���������� 
	��� ��
 ������ 	���	 �� 	���	 �� �

"# �
 ������ 	�
����

&� 	����� + �� �	 �
��� @ ���
 �� ������	�	 ���� �� ���� ����	�
 �	 v5

��
�� @ ���� �� ������ 	��� M �	 � ���;���� �

������ ��
��� ��
��� ��

����� ����	���( ��� ���� �� �	 ������� �����
��� �� ��	 BD9� :	 �� �����������

� 	��� �� 	����� G ���� �� ��	 BD9 �� ������ 	��� ��	 ��� ����� � 	��������


	��������

#� �������	� �����	��

#��� ��� ���&��!#�! �����#�� � &" =� U � � 	����� �6� ����
��� ��
�;

�� ��
 C ����� ���� � 	�������� ��
� ω� =� G � � 
������ �
��� ���� ���	

�� U �
	
���� ω� ,��	 ������ �����	 �� ��7���	���� ������ �� �� =� ����
�

g �� G( ��� � ������
���	� �� =� ����
�	 g → Γ(U, TU )� 3 ���� �� ����


7�� ��

	������� �� A ∈ g �� x ∈ U �� Ax� : ������� ��� ��
 �� ������ �	 �

G;-����
���� ��
���	� μ : U → g∗ ���� �� �
��
�� ���� dμx(ξ)(A) = ω(ξ, Ax)

��
 ��� x ∈ U ��� ξ ∈ TxU � &� � ������� ��� ��	�	( �� �	 ���-� �� �� �� �������

���	���� �� (g∗)G�

=� μ : U → g∗ � � ������� ��� ���� ����;7�
 F := μ−1(0)�

���� '"(" � ��� x ∈ F �� � ��	
� �	�� ���	�	�� ������� H ⊂ G� ���
 ���

	���� �� dμx : TxU → g∗ 	 (g/h)∗ = h⊥� ����� h ⊂ g ��
��� ��� �	� ������� ��

H� �
 ����	������ 	� H 	 �
	�� ���
 dμx �� ���	��� ��
� �
� F 	 ������� �� x ��

�	��
	�
 dim(U) − dim(G)�

������ ,� ���� dμx ���������	 A ∈ g �� ��� ���� �� ω(ξ, Ax) = 0 ��
 ��� ξ ∈ TxU (

��� �� Ax �	 �
��������
 �� TxU ���� 
	��� �� ω� :	 ω �	 ���;���
��( ���	

�	 -������� �� 	����� ���� Ax ����	�	( ��� �	 � ������ ����
 �� �� 	������	


	���
��� H � �

���� '"'" � ��� μ : U → g∗ �� � ����
��� ��� �	�� 
�������� F � ��� Z ⊂ F

�� ��� ����� ���� �� ��	
� �	�� 
�
��
	�� ���	�	�� ������ ��� d = dimU−dim g�

�� �� dim(Z) ≤ d− 1� ���
 F 	 � ������� �������� 	
������	�
 �� �	��
	�
 d�

*� �� dim(Z) ≤ d − 2� ���
 F 	 
������

������ ��
� �

������ �������� �� F ��	� ��� ����	��� ≥ d 	��� F �	 ���

��� �� dim g -������	� �� =��� #�*( F ��	 ����	��� d �� ��� ����� x ∈ F \Z�

&� dim Z < d( ��� F \Z �	 ��	 �� F ��� �
� �

������ �������� ��	 �
��	��

����	��� d� ��� F �	 � ������ ���
	����� ��� �� ��
������
 D���;%�������

B�� ( D�
� &&& ��+9� 4��� F \ Z �	 	�����( F �� �������� 	���	7	 ��������� R0 ���

�	 ��
��
 
���� B�� ( C
��� N&& *�*9� &� �� �������� dim(Z) ≤ d − 2( ��� F �	


����
 �� ������	��� � ��� ��
��� �� 4

/	 �
��
��� B�� ( D�
� N&& *��#9� �

#��� ��� )�� ��#�� #�" 3 ���� �� ����� �� ���� �� �� ��������� ��
������


	��������( ���� �
�		 �� �� 	���� �� ����� 
���	 �� �� ������ 	��� �� 	���	�



� �� �����	
� �� ��
� �
� �� ������

������� =� W1, . . . , Ws � � 	-��� �� ����
 	���	( s ≥ 1� ,� ����	���	

ni = dim(Wi) ��
� �� ��������	 �� � ����
 n ∈ Ns
0� $�
��
��
( �� Wij =

Hom(Wi, Wj)� ,�
 �	 � ����
�� 	����
�� ���
���

Wij ⊗ Wji → C, (A, B) �→ tr(BA).

%�
��
( �� Vij ( 1 ≤ i, j ≤ s( � ����
 	���	( -����� ���� ���;���
��

���
���	

ωij : Vij ⊗ Vji → C,

���� �
 	!�;	����
�� �� �� 	�	 ���� ωij(e, e′) = −ωji(e′, e)� ,�� �� ����


	��� U(n) :=
⊕

i,j Wij ⊗Vij ��

�	 � ����
�� 	�������� ��
� ω ���� �� �
��
��

���� Wij ⊗ Vij �	 �
��������
 �� ��� Wab ⊗ Vab( (a, b) �= (j, i) ���

ω :
(
Wij ⊗ Vij

)
⊗
(
Wji ⊗ Vji

)
−→ C, (A ⊗ e) ⊗ (A′ ⊗ e′) �→ tr(A′A)ωij(e, e′).

&� �� ��������� �
�����	 �� ����
 	���	 Vij �
 7�� ��� ���	� ��� ��
 ���(

��
�	 �� 	-��� �� ����
 	���	 Wi ��� � 
����� �� ���
��
��� 	��	���	

��� 3 ���� �
�� �� ��������� ��
 �� ����	��� ����
 n �	 �� ���� �� ��

������ Ns
0� %�	� ��)��	 �7�� ���� ���� ��
��
 � ����� �� n( ��! ��

	��� U(n) ����( �� �� ���	 �	 ��� -��� ����
�� �	 ��� 
���� ���� �� ��

	���	 Wi�

,� �
��� G(n) =
∏

i Aut(Wi) ���	 �� U(n) �� ���)������� �� �� 7
	� �����
	 ��

�� ������	������ ,� 	���
��� �� 	����
	 C∗ ⊂ G(n) ���	 �
�������� =� PG(n) :=

G(n)/C∗� ,� ������ �� PG(n) �� U(n) �
	
�	 �� 	�������� 	�
����
� ,�

����� ��� ��
 �� ������ �	

μ(n) : U(n) −→ pg(n)∗ � Ker
(⊕

i

gl(ni)
tr−−−→ C

)
,

∑
i,j,k

A
(k)
ij v

(k)
ij �→

∑
k,�

∑
i,j

A
(k)
ij A

(�)
ji ω(v(k)

ij , v
(�)
ji )

=� F (n) := μ(n)−1(0) ⊂ U(n) ���� �� ����;7�
 �� �� ����� ���� ,�

	�
����
 �� F (n) ����	 ���� �� n ��� �� ����	���	 dij := dim(Vij)� =� D

���� �� ���
�� (dij) ��� �� a := min{dij − 2δij}�

������ #�+� @ ,� ����;7�
 ��� �� %�
	��;3��	��� 
������� F (n)//G(n)

��� �� ���	������ �� D
����;���� �� � 	
�	 �� �
����	 �1( 2( �? � ��	


	���	 ����� �� ��
 ������ �� 7
	� 	������ �� �� ��������� �
���	������ ,�

!� ����� ��
 ��
 ��
��	 �	( ����
( �� 	����� ��
 �� ������	��� �� ��

	������
 ����	 ���� ���	 �� �� ���� �� �����
������� 4�����
 �
�����	 ����
 ��

��1 �

���&���#��� '"*" �  ��� ���� a ≥ 2� ���
 F (n) 	 �
 	������	��� 
�����

�������� 	
������	�
 �� �	��
	�
 d := nt(D − I)n + 1� !����"��� F (n) 	 �������

	
 ���	��
	�
 ≤ 3 �	�� ��� ��	��� ������	�
 �� ��� ��� ���

�� n = (1, 1)� d12 = 2� �
�

*� n = (2)� d11 = 4�



�	
����� ��������	� �����	 ������ �

������ �� 4��� dim(U(n)) =
∑

i,j ninjdij ��� 	��� �� 
��� �� μ ��	 ����	���∑
i nini − 1( �� ����� ����	��� �� F (n) �	

d =
∑
i,j

ninjdij −
∑

i

nini + 1 = nt(D − I)n + 1.

:�	�( F (n) �	 � ��� ��� ��� �������� �� =��� #�#( �� 	�6�	 �� 	��� ����

�� ����	 Z �� �����	 �� F (n) ���� ���;�
����� 	������	
 �� PG(n) ��	 ����	���

≤ d − 4 �� ��
�� ��� ≤ d − 3 �� �� ��� ��������� ��		� ,��	 ���� � ��� ��

��������� �� �� ����	��� ����
 n ∈ Ns
0�

,� ��������� 	��
�	 ���� n = (0, . . . , 1, . . . , 0)( �� ����� ��	 �� 	������ �	

�
������ 4� �� n ∈ Ns
0 � �� �
���
�
� ���� ��� �		�� ���� �� �
���	�����

����	 ��
 ��� n′ ∈ Ns
0 	��� ���� 0 <

∑
i n′

i <
∑

i ni�

*� 3 ��� �����	 Z �	 ������	8 =� g ∈ G(n)( g /∈ C∗( ��� ���	��
 ��

��

	������� 7�� ����� ����	 F (n)g� ,� ���� G(n)F (n)g �� �� ��
���	�

ϕ : G(n) × F (n)g → F (n)( (g′, x) �→ g′x( ���	�	�	 �� ��� �����	 y ∈ F ���	

	������	
 	���
��� G(n)y �������	 �� ���� ���)���� �� g� 4����	 ���� H ⊂
G(n) �	 � 	���
��� ���� 	������		 �� 7�� ����� 	� F (n)g� ,�� � ��� �����

�� ����	��� �� �� 7�
	 �� ϕ �� dim(H)� &� ������	 ���� dim(G(n)F (n)g) ≤
dim F (n)g + dimG(n) − dim H � &� �� ��������� � ���� �	�
�� � 7��� 	� ��

����	 g 	��� ���� Z �	 ���
� �� �� ��

	������� 	�	 G(n)F (n)g ��� 	���

���� ��
 ��� g �� ��	 dim(G(n)F (n)g) ≤ d− 3 �
 ≤ d− 4� ,��	 ���	 �� �	�
�

����� ��
 dim(Z)�

#� =� g = (g1, . . . , gs) ∈ G(n)( g /∈ C∗� 3 ��	������	� ��
 ��		8

#��� ���� g � ��������� $�
 ��� λ ∈ C ���	��
 �� ���	���	 Wi(λ) ⊂ Wi

�� gi( ��� �� ni(λ) = dim(Wi(λ))( n(λ) = (ni(λ))i� ,�� n =
∑

λ n(λ)� ,�
 �	 �

������	�����

U(n)g =
⊕

λ

U(n(λ)), U(n(λ)) =
⊕
ij

Hom(Wi(λ), Wj(λ)) ⊗ Vij .

%�
��
( �� 
	�
������ �� �� ������� ��� �� �� 7�� ����� ����	 	����	 ����

� �
����� �� ������� ���	 ��
 ��� U(n(λ))8

μ(n)|U(n)g =
∏
λ

μ(n(λ)), μ(n(λ)) : U(n(λ)) −→ pg(n(λ))∗.

&� ������	 ����

F (n)g =
∏
λ

F (n(λ)) ���� F (n(λ)) = μ(n(λ))−1(0).

�� ���������( � ���

dim(F (n)g) =
∑

λ

dim(F (n(λ)) =
∑

λ

′
(
n(λ)t(D − I)n(λ) + 1

)
,

��

∑ ′ �������	 ���� � ���� 	�� ��
 ��� λ ���� n(λ) �= 0�

I��( U(n)g �	 	������	� �� H =
∏

λ G(n(λ))( � 	���
��� �� G(n) �� ������	���

ntn −∑λ n(λ)tn(λ)� 3 ������ �� ��������� ���
 ����� ��
 �� ����	��� ��



�� �� �����	
� �� ��
� �
� �� ������

G(n)F (n)g 8

dim(G(n)F (n)g) ≤
∑

λ

′
(
n(λ)t(D − 2I)n(λ) + 1

)
+ ntn.

I�� ���� ν := |{λ | n(λ) �= 0}| ≥ 2( 	��� g /∈ C∗� ,� ��'
�� �� dim(G(n)F (n)g)

�� �� ����� ����	��� �� F (n) �	 ��
��
 ������ ���� ��

Δ :=
(
nt(D − 2I)n + 1

)−∑
λ

′(n(λ)t(D − 2I)n(λ) + 1
)

=
∑
λ
=μ

n(λ)t(D − 2I)n(μ) − (ν − 1)

≥ 2ν(ν − 1) − (ν − 1) = (2ν − 1)(ν − 1) ≥ 3.

D��
��( Δ ≥ 4 ��
 ν ≥ 3� :		�� ���� ν = 2( 	�� ���� �� ��	����� �������	 λ

��� λ′� ,��

Δ ≥ 2
∑
i,j

ni(λ′)nj(λ′′)(dij − 2δij) − 1 ≥ 2a
∑

i

ni(λ′)
∑

i

ni(λ) − 1.

,��	 Δ = 3 �����	 a = 2 ���
∑

i ni(λ) = 1 =
∑

i ni(λ′)� ��� ��
 �
 ���� ��

��������� ��������� ��		8

�� s = 1( n = 2( d11 = 2 + 2δ11 = 4( �


*� s = 2( n = (1, 1) ��� d12 = d21 = 2�

&� � ����� f ∈ F (n) �	 7�� �� � 	��	���� ����( �� �	 ��	� 7�� �� � ����

	����
�	 T ⊂ G(n)� A� �� � ���)�������( ��
 �	 ���� � 7��� ����
 �� 	���

	����
� Ti ⊂ G(n)� D���	��� �� ���� gi ∈ Ti �� ��� �� ��	 	����
�( � 	

���� �� ����� �� ��� 	�	 G(n)F (n)g ( g 	��	����( �	 ���
� �� �� 7��� ����� ��

��� 	�	 G(n)F (n)gi �

#�*� ���� g � �	�����	�� 3 ��� �
�� g = 1 + h( ���� � ���;K
� ��������

���� h = (h1, . . . , hs) ∈ ⊕i End(Wi)� =� K
(�)
i := ker(h�

i) ⊂ Wi ��� mi(�) :=

dim K
(�)
i ��
 ��� � ∈ N0� ,�
 �	 � 7��
�����

0 = K
(0)
i ⊂ K

(1)
i ⊂ . . . = Wi.

$�
 ��� ��� � > 0 � ����	 � �
��� �������� W
(�)
i �� hK

(�+1)
i + K

(�−1)
i ��

K(�) ��� �� n
(�)
i = dimW

(�)
i � B3 ��� ���� ���	 �	 �� ��	���� �� �� 	�;�����

J����	��;%�
�K��;����� 7��
����� �		������ �� � �������� ����( 	 ��*( ��G F

�� 	���	 W
(�)
i �
 �� �
������ 	��	���	 ���� 
	��� �� �� sl2;�
��� ����������

h�9

4����	 ���� A = (Aij) ∈ ⊕ij Hom(Wi, Wj) ������	 ���� h� ,�� Aij �	

�������� ��
���� �� ��	 ���� �� �� 	���	 W
(�)
i ( � ∈ N( ��� ����
	��( ���

���� �� Aij : W
(�)
i → K

(�)
j ��� � �
	�
���� ,� �����	����� ���� �� ���������

�
�)����� K
(�)
j → W

(�)
j �7�	 � ������
���	� A

(�)
ij : W

(�)
i −→ W

(�)
j ( ��� ��

���

Φ :

⎛⎝⊕
ij

Hom(Wi, Wj)

⎞⎠g

−→
⊕

�

⎛⎝⊕
ij

Hom(W (�)
i , W

(�)
j )

⎞⎠ , (Aij) �→ (A(�)
ij ),



�	
����� ��������	� �����	 ������ ��

�	 � 
��� ������
���	�� =�

ΦV : U(n)g =

⎛⎝⊕
i,j

Wij ⊗ Vij

⎞⎠g

−→
⊕

�

U(n(�)) =
⊕

�

⊕
i,j

Hom(W (�)
i , W

(�)
j ) ⊗ Vij

� ��������	�� �7��� ,�� ΦV (F (n)g) ⊂ ∏� F (n(�))( ��� �� 7�
	 �� ΦV ���

����	���
∑

� n(�)tD(m(�) − n(�))� �� ���������( ���	 ����	 �� �����

dim(F (n)g) ≤
∑

�

dim(F (n(�)) + dim(ker(ΦV ))

=
∑

�

′(n(�)t(D − I)n(�) + 1
)

+
∑

�

n(�)tD(m(�) − n(�)),

��

∑ ′ 	����7	 	�������� ��
 ��� � ���� n(�) �= 0� %�
��
( �� ���
���	


H ⊂ G(n) �� g �	 �� ��� 	��	� ��(⊕
i

End(Wi)

)g

∼=
⊕

�

⊕
i

Hom(W (�)
i , K

(�)
i )

��� ��
��
 ��	 ����	��� dim(H) =
∑

� n(�)tm(�)� D�������� ��	 ���	 ��

����
������ � ������

dim(G(n)F (n)g) ≤ dim(F (n)g) + dim(G(n)) − dim(H)

≤
∑

�

′(n(�)t(D − I)n(�) + 1
)

+
∑

�

n(�)tD(m(�) − n(�))

+ntn −
∑

�

n(�)tm(�).

,� ��'
�� �� �� ��	� ��
		��� �� �� ����� ����	��� �� F (n) �	

Δ :=
[
nt(D − I)n − ntn + 1

]
−
∑

�

′
[
n(�)t(D − I)m(�) − n(�)tn(�) + 1

]
.

I�� ���� �� ��� �
��!�� ��
		���	 �
 ��� -��� 	����
�� �� ��� ���
 ��

�� �� �
	�� �� m(�) ��	��� �� n(�)� 3 ��� �� 
�� �� n ��� m(�) �� �� ��


������	

m(�) =
∑

k

n(k) min{k, �}, n =
∑

k

n(k)k,

��� ��� 
�
�� �� ����� Δ �� �
�	 �� �� n(k) �	 ������	8

Δ =
∑
�,k

n(k)t(D− I)n(�)
(
k�−min{k, �})−∑

k,�

n(k)tn(�)k�+
∑

k

′
(
n(k)tn(k) −1

)
+1

>�
����	 �� 	�� �� ��������� ���	 �
�	 ���� ������� n(1)8

Δ = 1 +
[
− 1 + 2n(1)t

∑
k≥2

(
(k − 1)(D − 2I) − I

)
n(k)

]
+
∑
k≥2

′(n(k)tn(k) − 1
)

+
∑

k,�≥2

n(k)t
(
(k� − min{k, �})(D − 2I) − min{k, �}I

)
n(�)

�
 �� 	���� 	������ [. . .] ����
	 ���� �� n(1) �= 0� I�� ���� ��
 �����	 �	

�� ��	� �� ���� k ≥ 2 ���� n(k) �= 2( 	��� h �= 0� ,��	 	���	 ���� ��� 	������	

�� �� ��	� ��
		��� ��
 Δ �
 ���;�������



�� �� �����	
� �� ��
� �
� �� ������

,� ������� ����
������� �� � ���;K
� ����
 n(k)( k �= 2( �� Δ �	

k((k − 1)a − 1)

(∑
i

n
(k)
i

)2

≥ 2.

,��	 � �����	 ��� Δ ≥ 3( ��� �� ���
8 Δ ≥ 4 �� ��� ��		 ����

a = 2, n(2) = (1), n(k) = 0 ��
 ��� k �= 2.

&� ���	 ��	 s = 1( n = (2)( ��� d11 = 4( ����� �	 �� 	�� ��������� ��	 �	

���
�

:	 �� �� 	��	���� ��	( �� ����� �� ��� 	�	 G(n)F (n)g( g ��������( �	 ���
�

�� � 7��� ����
 �� 	��� 	�	� &� ����( ���	 �	 �� �	�
 �� 	8 �� �� ���)�������

��
 �
 ���� 7����� ���� ��'
�� �������� ����	 h ��� ��� ���� 7�����

���� ��'
�� 	��	���	 G(n)F (n)1+h ⊂ Z�

#�#� ���� g ∈ G(n) \ C∗ ���������� D��	��
 �� ������������� J�
��� ����;

��	����� g = su( ��
 s �	 	��	����( u �	 �������� ��� s ��� u ������� :��

�����
���	� ���� ������	 ���� g ��	� ������	 ���� s ��� u� ,��	 �����	

���� F (n)g ⊂ F (n)s ∩ F (n)u( 	� ���� �� ��
�� ��	 �	 ���
� �� #��� ��� #�*�

����� �

#�E� ��#��� ���� #�� ���� � !���" =� v0 ∈ Heven(X, Z) � � �
������ %�!��

����
 	���	����� (∗)� =� v = mv0 ��
 	�� ������������ m ∈ N� 3 !� ��

�������� ���
����� �
��
�

���&���#��� '"+" � ��� H �� �
 ���	����# ����� �	"	��� ��� E =
⊕s

i=1 E⊕ni

i ��

� ���#����� ���� ���� ����� �	���� ����
� Ei ��	�# ��� ��
�	�	�


B#��9 v(Ei) ∈ Nv0

$�
	��� � ��	
� [q : H → E] ∈ Rss �
� � �	�� S ⊂ Rss �� ��� ���	� �� [q] � ���"��

���
 OS,[q] 	 � 
����� �������� 	
������	�
 ����	
 �� �	��
	�


dim Ext1(E, E) − dim Ext2(E, E)0 = 1 +
∑
i,j

ni(dim Ext1(Ei, Ej) − δij)nj ,

���� �� �������# R3 	
 ��� ��� ������ ��� ������	
� ���%

�� s = 1� n1 = 2� dim Ext1(E1, E1) = 4�

*� s = 2� n1 = n2 = 1� dim Ext1(E1, E2) = 2�

������ >���� �� �������� ���
����� �� 	�����	 *�G ��� *�E� �� C
���	����� #�G(

F = μ−1(0) = Spec(grA/J) �	 � ��
��� ������ ���
	����� ��
��� �� ����	���

dim(F ) = 1 +
∑
i,j

ni(dim Ext1(Ei, Ej) − δij)nj

= dim Ext1(E, E) − dim Ext2(E, E)0.

,�
��
( � ��	� ��� -������ �� ��� ����	 �� ��-������ B*��9� $�
��
��
( 	���

F = Spec(grA/J) �	 
���� ��� �

������( �� -������ �� ����	���	 �����	



�	
����� ��������	� �����	 ������ ��

J = in(I)� &� ������	 ����

gr(ÔS,[q]) = gr(A/I) = grA/ in(I) = Γ(F,OF )

�	 � ��
��� ������ ���
	������ &� ��
������
( gr(ÔS,[q]) �	 D���;%�������( ���

	���	7	 Sk ��
 ��� k ∈ N� A��		 � �
 �� �� ��� ��������� ��		( gr(ÔS,[q]) �	

	����� �� ������	��� #� I�� 
��
! ���� gr(ÔS,[q]) = gr(OS,[q]) B�* ( �?�**9 ���

��� �	 �� ��������� �
���	����� ����� 	���	 ���� OS,[q] ��	�� �	 � ��
��� ������

���
	����� �����( ���		 � �
 �� �� ��� ��������� ��		( 	���	7	 R3� �

���&���#��� '"," � ��� B �� � 
������	�
 ����� �	
� �	�� ���	��� 	���� m �
�

��	��� ���� B/m ∼= C� ��� grB ��
��� ��� ������ �	
� ���	���� �� ��� m���	�

������	�
 �� B� ���
 dim(B) = dim(grB)� �
� 	� grB 	 �
 	
������ ����	
 ��


����� �� � �������� 	
������	�
 ���
 ��� ��� 	 ���� ��� B� !����"�� 	� grB

��	�� Rk �
� Sk+1 ��� ��� k ∈ N ���
 B ��	�� Rk�

������ ,� �		
���� ����� ����
����� ��� ��
������ �	 "
���/	 ���
� B	 �*� 

B�E��9 ,�� #�9� ,� �		
����	 ����� ������ ���
	�����	 ��� �� �
��
�� Rk

�
 �� �� D�����
 ��� I�	� B�G ( ,��
�	 #�� ��� #��#9� �

���� '"-." � ��� �����	�
 B#��9 	
 �����	�	�
 &�' 	 ��	��� 	
 �
# ��

��� ������	
� ��� 	����	�
%

�� H 	 v(��
�����

*� E = E⊕m
0 ��� ��� ����� ���� E0 �	�� v(E0) = v0�

��� ������	�
 �� �����	�	�
 &�' ��� ��� 	
 ��� )*+ �
�#� 	� �� 	� 〈v0, v0〉 = 2 �
�

m = 2�

������ A��
 �� �		������� ���� H �	 v5��
�� �� ��	 v(Ej) = rjv0 ��
 	��

rj ∈ N ��� ��� ��
�� 	������	 Ej �� E� ,�� dim Ext1(Ei, Ej) = rirj〈v0, v0〉 ≥ 2�

,��	 C
���	����� #�1 �����	� �

���&���#��� '"--" � ,� ��� H �� � v(��
���� ����� �	"	��� ���
 Rss 	 
�����

�
� ������# � �������� 	
������	�
 �� �	��
	�
 〈v, v〉+ 1 + N2� �
 ��� )$+ 	� ��

�������# R3 �
� ��
�� 	 ������# ������	���

-� .����� ���� E = E⊕m
0 ��� ��� ����� ���� E0 �	�� v(E0) = v0� ��� H

�� �
 ���	����# ����� �	"	��� �
 ��� )$+� ����� 	 �
 ���
 
�	���������� U ��

[E] ∈ Mv ��� ���� π−1(U) ⊂ Rss 	 ������# ������	�� �� �	��
	�
 〈v, v〉 + 1 + N2�

������ �� =� [q] ∈ Rss � � ����� ���� ���	� �
���( ��� �� S ⊂ Rss � � PAut(E)5

-����
���� 	��	��� �	 �� 	��	����� *�+� �� =��� #��? ��� C
���	����� #�1(

�� ����� 
��� OS,[q] �	 � ��
��� ������ ���
	����� ���� ��	 �
��
�� R3 �� ��	

BD9� ��� ���� ��
��� �
 ������� � ������ ���
	����� �
 ������ �
��
�� Rk �


��� �
��
��	 ��0: &N �2�#�#( G��*�2 � ��� ��
 �	 �� ��� �������
���� U

�� [q] �� S ���� �	 ��
���( ������� � ������ ���
	�����( ��� ��	 �
��
�� R3 ��

��	 BD9� ,� ����
�� ��
���	� PGl(N) × S → Rss �	 	������ ,�
��
 �
�

���	� �
��� �� Rss ��	 �� ��� �������
���� ���� �	 ��
���( ������� � ������



�� �� �����	
� �� ��
� �
� �� ������

���
	�����( ��� ��	 �
��
�� R3 �� ��	 BD9� $������( �
� PGl(N)5�
��� �� Rss

��	 	��� �� ��� �������
����� &� ������	 ���� Rss �	 ��
���( ������� � ������

���
	������ &� ��	 BD9( Rss �	 
����
 �� ������	��� # ��� ��� ������� �����
���

�� �� �� ��������� ���
� �� 0
�������!�

*� ,� 	���� �		
���� ������	 ��������	��� �

������� '"-(" B0
�������! ��G ���� O& D�
� #���9 � ��� B �� 
������	�


����� �	
�� �� B 	 � �������� 	
������	�
 �
� ������� 	
 ���	��
	�
 ≤ 3� ���
 B

	 ������	���

�� � ���	� 	�����	�	�	�� �����

,� ��������� ���
� ��
���		 � �������� 
	��� �� %�!�� �*+ �

������� /"-" � ��� X �� � ���/���	"� 0& �� ����	�
 ������ �	�� �
 ����� �	"	��

H� ��� Mv �� ��� �����	 ���� �� ��	����� ���"� ���	���� �� � "����� v ∈
Heven(X, Z)� .����� ���� Y ⊂ Mv 	 � ��

����� �����
�
� ��������		
� �����

���"� �
�#� ���
 Mv = Y �

������ �� 4��� ��� �����	 �� Y ��

	���� �� 	���� 	���	( Y �	 	����� �� �����

����	��� dim(Y ) = 2 + 〈v, v〉� $�� � ����� [F ] ∈ Y ��� 	����	 ���� ��
 �	 �

����� [G] ∈ Mv \ Y � 3 	���� ������ � �������� ��� ��� �� %�!�� �*+ 8 �		�� ��


� ����� ���� ��
 �
 � ����
	�� ������ F ∈ D��(Y × X)� =� p : Y × X → Y

��� q : Y × X → X � �� �
�)�����	� 3 ��� ��� �����
 �� 
����� ���;

	���	 Ext•p(q
∗F, F) ��� Ext•p(q

∗G, F)� 4��� F ��� G �
 ���
������ -��� �� X (

�� 	�� �	 �
� ��
 �� ���			 �� �� ���;	���	 ����
���� �� �� 0
�������!;

>�����;>��� ���
�� ,��	 ���� ��� �� � ����
���������

*� &� ��
��( ��
 �	 �� ����
	�� ������( ��� �� ��������� ���	�
������ ���� �

	�6����8

���� /"(" � ����� 	 � ����� ���/���	"� "��	��# Y ′ ���� ��������	� � ���	�#

F �� ����� ���"� �
 X �	�� !���	 "����� v ��� ���� ��� ���	�#	
� �����	�

f : Y ′ → Y 	 ��/���	"�� ��
��	����# �
	��� �
� 1���� �"�� � 
�	���������� �� [F ]�

������ =� R′ := Y ×Mv Rss� ,�� R′ → Y �	 � PGl(N)5�
������� 7�
 �����(

������� �
����� �� �� L��� ��������� %�
��
( ��
 �	 � ����
	�� ����
���	�

OR′ � H → F′� 3 ��
� �� -������ P := (PN−1 × R′)// Gl(N)� ,�� P �	 �

	����� �
�)���� ��
���( ��� �� ����
�� ��
���	� P → Y �	 ������� � �
�����

�� �� L��� �������� ���� 7�
	 �	���
���� �� PN−1� ,� ���
 C∗ ⊂ Gl(N) ���	

�
������� �� �� ������ OPN−1(−1) � F′� ,�
��
( ���	 	��� �	���	 �� � ������

FP �� P × X � =� L � � �
� ���� ��� ����� �� P � D���	 � ����
 	��	���

Z ⊂ P(H0(P, L)) �� ������	��� N − 1 �� 	��� � ��� ���� Y ′ := Z ∩ P �	 	�����

��� f : Y ′ → Y �	 L��� ��
 � �������
���� �� [F ]� $������( �� F := FP |Y ′×X � �

#� =� f : Y ′ → Y ��� F � ���	� �	 �� �� ���� ��� �� p : Y ′×X → Y ′ ���

q : Y ′ ×X → X ���� �� ��� �
�)�����	� %�
��
( �� f−1([F ]) = {p1, . . . , pn}�



�	
����� ��������	� �����	 ������ ��

:	 G 
�
	��	 � ����� �� M \ Y ��� ��� �	 ��� �	���
���� �� ��� �� ��

	���� 	���	 E( [E] ∈ Y ( �� ��	 Hom(G, E) = 0 = Ext2(G, E) ��
 ��� [E] ∈ Y �

&� ������	 ���� Ext0p(q∗G, F) ��� Ext2p(q∗G, F) ����	� ��� ���� W := Ext1p(q∗G, F)

�	 � ������� �
 	��� �� Y ′ �� 
��! 〈v, v〉 = dim(Y ) − 2�

&� G �	 
����� �� F �� 	�������� ��	 ��
 ���������� �	 �� ����	��� ��

�� ���;�
���	 )���	 �� �� 7�
 f−1([F ])� ,�
 �	 � ������ �� ������� �


OY ′5	���	

B���9 0 −→ A0 α−−→ A1 β−−→ A2 −→ 0

���� �� �
��
�� ���� Exti
p

S
(t∗Xq∗F, t∗XF) ∼= hi(t∗(A•)) ��
 �
� ��	 �����

B��*9

S × X
tX−−→ Y ′ × X

q−→ X

pS

⏐⏐� p

⏐⏐�
S

t−→ Y ′.

���� /"'" � ��� ����
����# ���� �� α �
� β 	 ��� �
	�
 �� ��� ������� ��	
�

p1, . . . , pn� !����"��� rk α(pi) = rkA0 −1 �
� rkβ(pi) = rkA2 −1 ��� i = 1, . . . , n�

������ $�
 ��� [E] ∈ Y ( E �∼= F ( �� ��	 Hom(F, E) = 0 = Ext2(F, E)� ,��	 �����	

���� α ��� β ��� ������� 
��! �� Y ′ \ {p1, . . . , pn}� %�
��
( Hom(F, F ) =

C = Ext2(F, F )( ��� ���	 ���	 �� 	���� �		
���� �� �� ����� &� 
����	 ��

	��� ���� �� ���
��� ����	 �	 
����� >���� ���� ������ ����
	 �� T[F ]Y

��

	���� ��)������ �� ����	 γ ∈ Ext1(F, F )� =� Fγ � �� ��7���	����

���	��� �� F ��
 Spec C[ε] ��

	������� �� γ� ,� ���	���

B��#9 0 −→ F
ε−→ Fγ −→ F −→ 0

�����	 � ���� ���� 	-���

−→ Exti(F, F ) −→ Exti
Spec C[ε](F ⊗ C[ε], Fγ) −→ Exti(F, F ) ∂−−→ Exti+1(F, F ) −→

��
 �� ������
� ��
���
 �	 ���� �� ∂(e) = γ∪e� I�� γ∪− : C = End(F, F ) →
Ext1(F, F ) �	 ���
�� ��)����( ��� γ ∪ − : Ext1(F, F ) → Ext2(F, F ) �	 	�
)�;

��� 	��� �� 	�������� ��
� �� Ext1(F, F ) �	 ���;���
��� &� ������	 ����

Ext0(F, F ) ∼= Ext0Spec C[ε](F ⊗C[ε], Fγ) ��� Ext2Spec C[ε](F ⊗C[ε], Fγ) ∼= Ext2(F, F )�

&� �� ���
��� ����	 �� α 
	�� β �
 ��� 
����( �� ��

	������� Ext �
���	

	����� � ����
 ���� C ��
 �� ��	� �� γ� ,� ����������� 	���	 ���� ���	 �	 ���

�� ��	� �

�� =� σ : Z → Y ���� �� ����;�� �� Y �� [F ] ���� ��������� ����	�
 D

��� 	�����
�� ϕ : Z ′ → Y ′ �� ����;�� �� Y ′ �� ��� �����	 pi ���� ��

	�������

��������� ����	�
	 Di�

B���9

D ⊂ Z
g←− Z ′ ⊃ Di⏐⏐� σ

⏐⏐� ϕ

⏐⏐� ⏐⏐�
[F ] ∈ Y

f←−− Y ′ � pi



�� �� �����	
� �� ��
� �
� �� ������

:���
���� �� �� ����( �� ���
��� ����	 �� ���� ϕ∗(α) ��� ϕ∗(β) �	 �
��	��

�� 	����� ����	�
 D′ = D1 ∪ . . . ∪ Dn� ,�
��
 ��	 ���	 �����
 �	 ������	8

B��+9 ϕ∗A0 ⊂ A′0 α′−−→ ϕ∗A1 β′
−−→ A′2 ⊂ ϕ∗A2,

��
 A′0 ��� A′2 �
 ������� �
( α′ ��� β′ �
 ������
���	�	 �� �������


��!� %�
��
( �� ��� �����	 L := ϕ∗A2
/
A′2 ��� M := A′0/ϕ∗A0 �� D′ �


���
���
�	� �� �� ��������� �	���
���	�	

L ⊗OD′ ∼= Ext2D′(q∗F,OD � F|f−1([F ])×X) ∼= Ext2(F, F ) ⊗C OD′

���

TorOZ′
1 (M,OD′) ∼= Ext0D′(q∗F,OD � F|f−1([F ])×X) ∼= Hom(F, F ) ⊗C OD′ ,

��������

B��G9 L ∼=
n⊕

i=1

ODi ��� M ∼=
n⊕

i=1

ODi(Di).

+� =� W ′ ���� �� ����� ���������� �� �� ������

0 −→ A′0 α′−−→ ϕ∗A1 β′
−−→ A′2 −→ 0.

W ′ �	 ������� �
 �� 
��! dim Y − 2� 3 ������ �� ��������� -������ �� D�
�

���			 �� H∗(Z ′, Z)8

B��E9 ϕ∗c(A1 − A0 − A2) = c(W ′ + M − L).

.� �� ���
 ����( �	 c(F ) = c(G) �� H∗(X, Z)( �� 0
�������!;>�����;>���

,��
� ����	 �� ��������� ������� �� H∗(Y ′, Z)8

B��19 c(A1 − A0 − A2) = c(Ext•p(q
∗F, F)) = c(Ext•p(q

∗G, F)) = c(W ).

D�������� B��E9 ��� B��19( � ������� ����

B��29 c(W ′) = ϕ∗c(W ) · c(L − M) ∈ H∗(Z ′, Z)

%�
��
(

c(L − M) =
n∏

i=1

c(ODi)
c(ODi(Di))

=
n∏

i=1

1
c(OZ′ (−Di))c(OZ′ (Di))

= 1 +
∞∑

k=1

n∑
i=1

D2k
i .

,� �
����� �� ��� ���������� ���		 �� H∗(Y ′, Z) �� ��	���� ��
 ���� ��� ��

�� ���			 Di �	 K
�� &� ������	 ����

c2k(W ′) = ϕ∗c2k(W ) +
n∑

i=1

D2k
i ��
 ��� k > 0.

,� !� ����� ��� �	 ���� ���� W ��� W ′ �
 ����
 �����	 �� 
��! dim(Y ) − 2(

	� ���� �� D�
� ���			 cdim(Y )(W ) ��� cdim(Y )(W ′) ����	� B��� �*# ( =��� �9�

3 �� �� ����
��������

0 =
n∑

i=1

D
dim(Y )
i = −n.

,��	 7��	�	 �� �
��� �� ,��
� ���� �



�	
����� ��������	� �����	 ������ ��

������� /"/" � ��� v0 �� � ��	�	�	"� !���	 "����� ��	�#	
� ��
�	�	�
 (∗) �
�
(∗∗)� ��� v = mv0 �
� ��� H �� � v(��
���� ����� �	"	��� ���
 Mv 	 � 
�����

	������	��� "��	��# �� �	��
	�
 2 + 〈v, v〉�

,��	 ���
� �	 �� �� <�	���!� �## �� �� ��	 �� ��
	��� �
 	���	� A	���

�� ����� ����
������ ������� �� C
���	����� #���( �� ��	�� �

���������� 
	��� ��

,��
� ���( � ��� ��� � 	���� ��
�� �
����

������ �� C
���	����� #���( Rss �	 ��
���� :	 � 0&,;-������ �� � ��
��� 	���(

Mv �	 ��	� ��
���� &� m = 1( ��� �����	 �� Mv = Mv0 ��

	���� �� 	���� 	���	

��� ��� Mv �	 	������ �� ,��
� ���( Mv0 �	 �

������� �� (∗∗)( Mv0 �	

���;�����

:		�� ��� ���� m ≥ 2 ��� ���� �� �		
���� �� �� ���
� ��	 �� �
���

��
 ��� ������ 	���	 Mm′v0 ( 1 ≤ m′ < m� $�
 ��� ������	����� m = m′ + m′′

���� 1 ≤ m′ ≤ m′′( ���	��
 �� ��
���	�

ϕ(m′, m′′) : Mm′v0 × Mm′′v0 −→ Mmv0 , ([E′], [E′′]) �→ [E′ ⊕ E′′],

��� �� Y (m′, m′′) ⊂ Mv ���� ��	 ����� ,� 	��	���	 Y (m′, m′′)( 1 ≤ m′ ≤
m′′( �
 �� �

������ ��������	 �� �� 	�
����� 	��	���� ����	 �� Mv� 4��� ���

Y (m′, m′′) �
 �

������ �� ��������� ��� ���
	�� �� �� �����	 �� �� ��
� [E⊕m
0 ](

[E0] ∈ Mv0 ( �� 	�
����� 	��	���� ����	 �	 �������� 4��� Mv �	 ��
���( ��

������� ��������	 �
 �

������� &� ��
������
( ��
 �	 ������ �� ��������

���� ��	 �� 	�
����� 	��	���� ����	� ,��
� ��� �����	 �� ��		������� �� �

�������� ���� ��	 ��� �� �� 	�
����� 	��	���� ����	� �

+� ������	��	�� �� �����	 �����

���&���#��� 0"-" � ��� v0 �� � ��	�	�	"� !���	 "����� ��	�#	
� (∗)� ��� v = mv0

��� ��� m ∈ N0�  ��� ����

5 �	���� E = E⊕m
0 � ��� ��� E0 ����� �	�� v(E0) = v0� �
� H 	 ���	����#�

5 �� E 	 ���	����# ���#����� �	�� v(E) = v� �
� H 	 v(��
�����

 ��� ������� ���� ��� )$+ ����	�� ���
 Mv 	 ������# ������	�� �� [E] 	� �
� �
�#

	� ��� 	�����# ������� PGl(N)[q] ∼= PAut(E) �� �
# ��	
� [q] 	
 ��� ����� ���	�

	
 π−1([E]) ⊂ Rss ��� ��	"	���# �
 ��� ���� L([q]) ��� �"��# PGl(N)��	
���	�� �	
�

��
��� L �
 �
 	
"��	�
� ���
 
�	���������� �� ��� ���	� �� [q]�

������ ,��	 �	 �
K�/	 ,�L�
P� : ��� � &� �
K�/	 	�������� �� Q��� 	���

Rss �	 	������ ����
( ��� ��	 �
�����	 �� ��
���� ���
 �� ��!
 ������	�	

���� Rss �	 ������� �����
��� �� � PGl(N)5-����
���� ��� �������
���� �� ��

���	� �
��� �� �� 7�
 π−1([E])� ��� ���	 �	 �
� ���
 �� ���� ������	�	 ��

�� C
���	����� #��� �

����� �� 0"(" � ��� E0 �� � ����� ���� �	�� !���	 "����� v(E0) = v0 ��	�#	
�

(∗) �
� ���� ���� v = mv0 ��	�� )$+� ���
 Mv 	 ������# ������	�� �� [E⊕m
0 ]�



�� �� �����	
� �� ��
� �
� �� ������

������ ,� �	��
��� 	���
��� �� ��� ����� [q] �� �� ���	� �
��� �� π−1([E⊕m
0 ]) ⊂

Rss �	 �	���
���� �� PGl(m) ��� ��
��
 ��	 �� ���;�
����� ���
���
	� ���

�� ������ �� PGl(m) �� L([q]) �	 ��		�
��� �
����� B��������	 �	 �� C
���	�����

+��9� �

������� 0"'" � ��� v0 �� � ��	�	�	"� !���	 "����� ��	�#	
� (∗) �
� (∗∗)�  �
��� ���� v = mv0� m ∈ N� ��	�� )$+ �
� ��� H �� � v(��
���� ����� �	"	���

���
 Mv 	 ������# ������	���

������ =� [E] ∈ Mv � �� �
���
�
� ����� ���� �	 
�
	��� �� �� ����	����

	��� E =
⊕s

i=1 E
L

ni

i ( ��� �� [q : H → E] � � ����� �� �� ���	� �
��� ��

π−1([E]) ⊂ Rss� 4��� H �	 v5��
��( �� %�!�� ����
	 �� �� 	���� ��
��

	������	 Ei ��� �� ��
�

v(Ei) = miv0, mi ∈ N,

s∑
i=1

mini = m.

3 
��� �� ���	�
������ �� 	����� *�+ ��
 ��� �� �� %�!�� ����
	 miv0( i =

1, . . . , s� I�� ���� � ��� ����	 � 	�6������ ��
� ����
 k ���� ��
!	 ��
 ���

%�!�� ����
	 	���������	��� =� Pi(z) = −mi〈v0, v(OX(−zH)〉( Ni = Pi(k) ���

Hi = OX(−kH)⊕Ni � ,�� N =
∑

i niNi ��� H =
⊕

i H⊕ni

i � %�
��
 ��
 �


��
���
 	���	 Rss
i ⊂ QuotX,H(Hi, Pi) ���� PGl(Ni);������	 ��� -������ ���	

πi : Rss
i → Mmiv0 � $������ ��
 �	 � ��������� ���

Φ :
∏

i

Rss
i −→ Rss,

(
[Hi → Fi]

)
i
�→ [H =

⊕
i

H⊕ni

i →
⊕

i

F⊕ni

i ].

=� Z ���� �� ���� �� Φ� &� ��	 �� ��������� �
��
��	8

• �� ,��
� ���( �� ������ 	���	 Mmiv0 �
 �

������� &� ������	 ����

�� 	���	 Rss
i ��� Z �
 �

������( ����

• Z �������	 �� ����� [q] ��� �	 ��� � ����� [q′ : H → E⊕m
0 ] ��
 	�� 	����

	��� E0 ���� v(E0) = v0�

• ,� �
��� G :=
(∏

i Gl(ni)
)
/C∗ ⊂ PGl(N) 7�	 Z �������	� &� -���	 ��

	������	
 	���
��� �� [q] ��� �	 �������� �� �� 	������	
 	���
��� �� [q′]�

I�� �� L � � PGl(N)5����
�	� ��� ����� �� Rss� ,� �
��� G ���	 �� L|Z ����

� ������� ���	���� ���
���
( ����� ��	� �� ���� � ���	����( 	��� Z �	 ��������

%�
��
( �� ������ �	 �
����� �� �� ����� [q′] ����
���� �� �� �
��� �� D�
����
�

+�*� ,��	 �� ���
���
 �	 �
����� �
���
 �� Z ��� �� ��
������
 �� [q]� :���
����

�� �
K�/	 �
��
��� BC
���	����� +��9( Mv �	 ������� �����
��� �� [E]� �

������ +��� &� �	 !���� ���� �� ������ 	��� �� 	��;	���� ��
	��� �
 	���	

�� �� �
�)���� ���� �	 ������� �����
��� �� �� ��
! �� �
K� ��# � ����


�� ��� � ���	 ��
 ���
 	�
���	 �	 ��	 �� ��	
�� �� = C���
8 �� ������

	��� MP1×P1(2, 0, 2) �	 ��� ������� �����
��� �� �� ����� 
�
	��� �� O(1,−1)⊕
O(−1, 1) B	 ��� ( �� �?G9�



�	
����� ��������	� �����	 ������ ��

G� �������	� ������	���

=� v0 � � �
������ %�!�� ����
 	���	����� (∗) ��� (∗∗)� =� v = mv0 ��� ��

H � � v5��
�� ����	�
� >���� ���� �� ��������� ��
 ��		 �
 ��		���8

B:9 m = 1�

B�9 m = 2 ��� 〈v0, v0〉 = 2�

BD9 m ≥ 3( �
 m = 2 ��� 〈v0, v0〉 ≥ 4�

&� ��	 B:9 �� ������ 	��� Mv ���	�	�	 ���� �� 	���� 	���	� &� �	 �

������

��� 	����� �� ����	��� 2 + 〈v, v〉� %�!�� �*+ ��	 �7�� � 	�������� 	�
����


�� Mv�

���&���#��� *"-" �  ��� ���� m ≥ 2� ��� 	
����� ���� Mv,sing �� Mv 	 
�
�

����# �
� �2��� ��� ��	����� ����� ��� 	������	��� �����
�
� �� Mv,sing ������

��
� �� 	
����� m′� 1 ≤ m′ ≤ m/2� �
� ��"� ���	��
	�
 2m′(m−m′)〈v0, v0〉−2�

������	"��#� �
 ����	������ codimMv,sing = 2 	
 ��� )*+ �
� ≥ 4 	
 ��� )$+�

������ >���� �� ��
���	 Y (m′, m′′) ���
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